6 Regressionsanalyse

6.1 Lineares Modell

6.1.1 Modelldefinition

Ein lineares statistisches Modell ist ein System von n Zufallsvariablen Y;, i = 1,... n,
der Form
Yi = Botaubi+zif+...+x1p0,+e
Yo = BotawoaBi+wanbo+ ... +x2ph8y+e
. (6.1)
Yn = BO"_‘rnlBl+xn2ﬂ2+~~~+xnp5p+ena
wobei
1. e (i=1,...,n) Zufallsvariablen mit den Erwartungswerten E(e;) =0

2. Botxin fr+xiofot...+xipBp(i=1,...,n) Linearformen mit (im Allgemei-
nen) unbekannten Parametern Sy, ..., 8, (Anzahl u = p+ 1) und vorgegebenen
Koeffizienten 1, o, ..., 2ip (i =1,...,n)

sind.

Wird zusétzlich eine Hilfsvariable xyp mit x;0 = 1 eingefiihrt, ergibt sich mit dem
Zufallsvektor y, der Koeffizientenmatrix X, dem Parametervektor 3 und dem Zufalls-
vektor e

Y T Ti1 ... Tip Bo €1

Y To T2l ... T B1 €2
y=| . |, X= : : s B=1 . |, e=

Yn Tno Tnl ceo Tnp ﬁp €n

Gl. (6.1) in Matrizenschreibweise zu:

y=XB+e, E(=0 (6.2)

Das Wort ,linear® driickt aus, dass zwischen den u unbekannten Modellparametern
Bi, j =0,...,p, eine lineare Beziehung unterstellt wird. Man geht davon aus, dass
zwischen den beobachtbaren Groflen Y;, x;1,...,z;, ein funktionaler, modellierbarer
Zusammenhang vorliegt, der sich ,,im Prinzip*“ durch eine lineare Funktionsgleichung
beschreiben lésst. In der Realitét (d. h. bei den Beobachtungen dieser Grofien) kommt
es jedoch zu Abweichungen von diesem funktionalen Zusammenhang. Diese Abwei-
chungen werden in das Modell einbezogen, in dem vorausgesetzt wird, dass die lineare
funktionale Beziehung durch eine hinzuaddierte (nicht beobachtbare) Zufallsvariable
e;, als Storvariable bezeichnet, iiberlagert (,,gestort®) wird.
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Die Zufallsvariable Y; wird als abhingige Variable (auch Zielvariable, endogene Va-
riable, Regressand) bezeichnet, x;1, ..., % als unabhingige Variablen (auch ezogene
Variablen, Regressoren).

Um die u unbekannten Modellparameter 8; statistisch schéitzen zu konnen, benétigt

man je eine Datenreihe der Linge n fiir den Regressanden (Messwerte y;, i = 1,...,n)
und fiir jeden der p Regressoren (Werte x;;, i = 1,...,n,j = 1,...,p). Als Realisie-
rungen der Gl. (6.1) erhélt man bei p = 1 die Wertepaare y1,x1; Y2,%2;.--; Yn,Tn,

woraus sich die einfache lineare Regression

y(w) = 30-1-31%‘

(6.3)
éi = yi—:l](.’ti), izl,...n

berechnen lisst. Hierbei sind BO der Achsabschnitt auf der y-Achse und Bl der Re-
gressionskoeffizient, d. h. die Steigung der Regressionsgeraden. Die Realisierungen é;
der (nicht beobachtbaren) Stérvariablen werden als Residuen bezeichnet.

Bei p > 1 lésst sich mit den Wertetupeln y1, 11,212, ..., Z1p; Y2, T21, T22, ...
Tops v 5 UYnsTnl, Tn2, ..., Tnp die multiple lineare Regression
g(x:) = Bo + leﬂ + 5233@2 +... 4+ BpTip (6.4)
éi = yi—g](xi), izl,...n
berechnen.

6.1.2 Linearisierung und GauB-Newton-Verfahren

Vielfach lassen sich die Anwendungen der Praxis nicht mit einem linearen Modell be-
schreiben, sondern nur durch Regressionsfunktionen, bei denen die Parameter nicht-
linear eingehen. Mit der Notation von Gl. (6.2) lidsst sich eine nichtlineare Regressi-
onsfunktion darstellen in der Form:

y= g(ﬂ) +e, E(e) =0, (65)
mit y = (Y17 s 7Yn)/7 g(ﬁ) = (gl(ﬁ)a s 79”(/6))/7 €= (61, ) en)/'

Damit die Schitzmethoden der linearen Modelle angewandt werden kénnen, miissen
die nichtlinearen Ansétze linearisiert werden. Dazu werden ausgehend von einer be-
kannten Startlosung B(®) fiir die Parameter iterativ Niherungen 8, 8 .. kon-
struiert. Diese Folge erhélt man mit dem Gauf-Newton- Verfahren durch Linearisieren
von g(8). Die Taylorentwicklung um ,B(k) wird nach dem linearen Term abgebrochen.
Voraussetzung ist natiirlich, dass g(3) wenigstens einmal stetig differenzierbar nach 8

ist. Im ersten Iterationsschritt zeigt sich die Parameterdarstellung 5y = (()0) + AB(()O) ,
B~ ﬁ%o) + Aﬁgo) vy Bp = ﬂ,(go) + Aﬂ,(go) , mit den bekannten Néherungswerten BJ(O)

und den unbekannten Korrektionen Aﬂ;o).

Allgemein gilt:
g(B) ~g(B") + 2, - ApY (6.6)
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mit
29:(8")  9g:1(8") 29:(B™)
06 0 0By
992(8™)  9g2(B™) dg2(B™)
Z, = dfo 01 9By (6.7)
agn(ﬁ(k)) agn(ﬁ(k)) agn(ﬁ(k))
06 0 0By

und k£=0,1,2,...
Identifiziert man in Gl. (6.2)

y mit y-—g(B")
B mit AP (6.8)
X  mit Zk

ergibt sich eine Darstellung im linearen Modell.

Beispiel 6.1: Linearisierung einer nichtlinearen Regressionsfunktion

Bei der polaren Punktbestimmung oder bei der Punktbestimmung durch Bogenschnitt
werden jeweils von einem Festpunkt F aus die horizontale Strecke s zum Neupunkt N
gemessen, um mit dieser Strecke und weiteren Messelementen die Koordinaten yy, zn zu
berechnen. Die Koordinaten yp, xr des Festpunktes werden als gegeben vorausgesetzt.
Da die Erwartungswerte von MessgroBen (hier die als Zufallsvariable mit groBem Buch-
staben bezeichnete Strecke S) als Funktion der gesuchten Parameter (hier yn und zy)
und gegebener Koeffizienten dargestellt werden, ergibt sich die nichtlineare Regressions-
funktion

E(S) = \/(iUN —yr)? 4+ (an —xp)? bzw.

S = Vyn-—yr)?+(av—azr)?+e,

wobei e die Storvariable ist. Da mit Ay, Az ublicherweise die Koordinatenunterschiede
zwischen zwei Punkten bezeichnet werden, sollen im Falle der Koordinatenausgleichung
die unbekannten Koordinatenzuschlage mit dy, dx bezeichnet werden. Die linearisierte
Beobachtungsgleichung zur nichtlinearen Regressionsfunktion lautet damit

(0)
G_ 0 _ ( 950 950 ) 0YN e
Jyn  Oxn (5x§3)

(0)
<y§\(f))_yF x§3)—xF><5y%)>+e
s(0) s(0) 6$N

(0) (0)

YN —Yr o (0) , TN T TF ¢ (0)
EOR e R R
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wobei der Naherungswert fiir die Strecke

s = \/(y](\?) —yr)? + (5558) —xp)?
(0) (0

sowie die partiellen Ableitungen mithilfe der Naherungskoordinaten y; ,:cN) berechnet
werden. Werden im anschlieBenden Ausgleichungsprozess fiir die jeweilige Zufallsvariable
S deren Realisierungen, also die Messwerte s;, eingesetzt, dann bilden die Streckendiffe-

0 . . .
sg ) zusammen mit den entsprechenden Differenzen anderer Messelemente (wie

z. B. Richtungsdifferenzen r,;—rl(o)) nach der Notation der Gl. (6.2) den Beobachtungsvek-
tor y. Die partiellen Ableitungen sind in der Koeffizientenmatrix X zusammengefasst und
die 5y1(3),5x§3) stellen den unbekannten Parametervektor 3 dar. Mit den sich ergebenden

Naherungskoordinaten yj(\}),xg\}) kann eine weitere lteration erfolgen.

renzen s; —

6.2 Klassisches und allgemeines lineares Regressionsmodell

6.2.1 Modellbeschreibung

Durch unterschiedliche Annahmen iiber y, X, 3, e im linearen Modell Gl. (6.2) ergeben
sich unterschiedliche Regressionsmodelle. Die Annahmen fiir das klassische und das
allgemeine lineare Regressionsmodell lauten:

y: beobachtbare Zufallsvariablen Y;

X: beobachtbare vorgegebene (deterministische) Variablen. Diese Variablen sind kei-
ne Zufallsvariablen, d. h. die Werte z;; lassen sich systematisch oder , kontrolliert®
variieren. Bei wiederholter Messung der Zufallsvariable Y; konnen die Werte x;;
konstant gehalten werden.

3 fester, unbekannter Parametervektor

e: nicht beobachtbare Zufallsvariable mit E(e) = 0 und

e beim klassischen linearen Regressionsmodell:
S =02, d.h. var(e;) =02 cov(eier) =0, i#k (6.9)

o2 ist ein weiterer, im Allgemeinen unbekannter Parameter.

e beim allgemeinen linearen Regressionsmodell:

var(ey) cov(er,ea) ... covler,ey)
cov(ea, e1) var(ez) .. cov(eg,en)
X = ) )
cov(en,e1) covlen,e2) ... war(e,)
0% g192 - O1n
091 0% oo O9n
= . R (6.10)

Onl On2 g,



